
全国高校数学微课程教学设计竞赛

全国高校数学微课程教学设计竞赛
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为什么要讨论 n 维空间 ?

内容提要

1. 问题引入

2. 探究新知

3. 深入挖掘

4. 总结拓展



思想实验：

井底之蛙 平面之蛙

1.  问题的引入

三维空间中的我们



认知4维空间：

 古希腊哲学家赫拉克利特

(Heraclitus)

“人不能两次踏进同一条河流！”



“相对论”中的4维世界观

物理学大师爱因斯坦

(A. Einstein)

认知4维空间：

11维的宇宙模型

物理学大师霍金

(S. Hawking) 等



思想实验 (续)：认知更高维的空间是否容易?

莫比乌斯带: 

2维对象在3维空间

中扭曲所得.

(实际道具展示)
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(电影<星级穿越>图片)

面对神秘的高维空间, 我们真的就一筹莫展了吗?



复习: 二维, 三维空间的表示方法

O 𝒆1

𝒆2

𝜶 = (x1,x2)

O

𝒆1

𝒆𝟑

𝒆2

𝜶 =(x1,x2,x3)



几何方面：

很难做出图形

{3维空间向量} ℝ𝟑 = {(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑)|𝒙𝒊 ∈ ℝ}
1:1对应

建立坐标系

1 1 2 2 3 3
x e x e x e   

ℝ𝒏 = {(𝒙𝟏, ⋯ , 𝒙𝒏)|𝒙𝒊 ∈ ℝ}{n维空间向量}

推广推广

代数方面：

很容易推广到n元有序

数组.

复习: 二维, 三维空间的表示方法



为什么要讨论 n 维空间 ?

内容提要

1. 问题引入

2. 探究新知

3. 深入挖掘

n 维向量及其运算

4. 总结拓展



2.1  n 维向量的概念

定义1  设 ℝ是实数集, n 个数 a1, a2 ,…, anℝ,  组成

的有序数组 (a1, a2 ,…, an) 称为 n 维向量,  记作

1 2
( , , , )

n
a a a  或

其中 ai 称为向量的第 i 个分量.  前一个表达式称为行

向量,  后一个称为列向量. 一般用带箭头的字母表示

一个向量，且默认为列向量.

如果向量的所有分量都是0,  就称其为零向量,  一

般记作 𝟎. 
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例1

1 1 2 3

2 5 4 1

3 0 1 2
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矩阵

有三个4维行向量: 

有四个3维列向量: 

1 2 3
(1, 1, 2, 3), (2, 5, 4, 1), (3, 0,1, 2).       

1 2 3 4

1 1 2 3

2 , 5 , 4 , 1 .

3 0 1 2
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• Am×n的行

• Am×n的列

矩阵与向量的关系: 

• n维行向量

• m维列向量

矩 阵 向 量

特别地, 向量是特殊的矩阵:

• 1×n型矩阵

• n×1型矩阵

•n维行向量

•n维列向量



定义2 设有两个 n 维向量,

1 1

2 2
, ,

n n

a b

a b

a b

 

   
   
    
   
      
   

称𝜶与𝜷是相等的向量 当且仅当 它们对应分量均相
等，即

, ( 1, 2, , )
i i

a b i n    

分量逐位相等

“同型”向量

2.2  n 维向量的简单关系

或
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古希腊哲学家赫拉克利特的哲学命题

“人不能两次踏进同一条河流！”

例2

数学解释：

在4维空间中，若 t1 ≠ t2，则向量

(t1, x, y, z)  ≠ (t2, x, y, z).

举一反三：

不
同
的
路
灯

不
同
的
亭
台



赫拉克利特的学生克拉底鲁 (Kratylos) 

进一步又提出了一个哲学命题:    

“人一次也不能踏进同一条河流！”

例2-续

思考: 如何用数学观点来解释这一命题?

提示: 考虑 (t, x, y, z) 与 (t + ε, x, y, z), 

其中ε > 0为任意小的实数.



定义3 对 n 维列向量: 和实数 kℝ,  
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a b
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(1). 向量加法: (2). 向量数乘:

1

2
.
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T

1 2
( , , , ),

n
a a a(3). 向量转置:

(4). 向量乘法:
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( ) . 

T
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.
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a b




定义:



(1). 向量加法

(2). 向量数乘

(3). 向量转置

(4). 向量乘法

问题:

运算是否封闭? 



定义3 对 n 维列向量: 和实数 kℝ,  
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(1). 向量加法: (2). 向量数乘:
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定义:



(1). 向量加法

(2). 向量数乘

(3). 向量转置

(4). 向量乘法

问题:

运算是否封闭? 

√
√

向量加法

向量数乘
统称为向量的线性运算.



封闭性的讨论: “圈羊行动”

 

+k

加法

数乘

代数系统 = 集合+封闭运算



内容提要

1. 问题引入

2. 探究新知

3. 深入挖掘

为什么要讨论 n 维空间 ?

n 维向量及其运算

n 维向量空间及其子空间

4. 总结拓展
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定义4 全体 n 维向量组成的集合, 当定义了向量的加

法及数乘运算之后, 就称为 n 维向量空间 (vector

space), 记作 ℝ𝒏.

3.1  n 维向量空间

ℝ𝒏 = ({n 维向量}, 加法, 数乘) —— 代数系统



对任何 n 维向量 𝜶, 𝜷 , 𝜸及任意数 k, lℝ,  向量的

加法及数乘满足下列的八条性质:

(1)      (交换)

(2) ( ) ( )          (结合)

(3) 0 ,        

(4) ( ) 0,  

 

 

 

  

(7) ( ) ,  

(8) ( ) .

k k k

k l k l

   

  

  

  

(两种
分配)

(5) 1 ,  

(6) ( ) ( ) ,k l kl

 

 

 



(零元)

(逆元)

(结合)

(单位)



“圈羊行动” (续)

 

+k

加法

数乘
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定义5 设W是ℝ𝒏中的非空子集合，满足

①对向量的加法是封闭的，即：∀𝜶,𝜷 ∈ 𝑾 ,有𝜶 +

𝜷 ∈ 𝑾.

②对向量的数乘运算是封闭的，即：∀𝜶 ∈ 𝑾,∀𝒌 ∈

ℝ, 有 𝒌𝜶 ∈ 𝑾.

则称W是ℝ𝒏的子空间.

3.2  向量空间的子空间



例3  由零向量一个元素组成的集合

𝑽𝟎 = { 𝟎, 𝟎,… , 𝟎 𝐓}

是ℝ𝒏的子空间，称为零子空间.

习题: 请决定ℝ𝟑中的所有子空间及其几何图形.



内容提要

1. 问题引入

2. 探究新知

3. 深入挖掘

4. 总结拓展

为什么要讨论 n 维空间 ?

n 维向量及其运算

n 维向量空间及其子空间



本讲小结

• n 维向量
(n元有序数组)元素

• n 维向量空间集合

• 线性运算关系

• 子空间结构






